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Аннотация. Рассматривается процесс взаимодействия жидкости  

и твердой поверхности. Определение для дальнейших исследований формы 

капли по результатам экспериментов сводится к решению системы линейных 

уравнений. Для этого рассматривается и обосновывается применение метода 

Зейделя, одного из основных численных методов линейной алгебры. 
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Abstract. The process of interaction between a liquid and a solid surface  

is considered. Determining the shape of a droplet necessary for further research 

based on the results of experiments comes down to solving a system of linear 

equations. For this purpose, the use of the Seidel method, one of the main numer-

ical methods of linear algebra, is considered and justified. 
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Смачивание – это поверхностное явление, заключающееся во взаимо-

действии жидкости с твердым или жидким телом при наличии одновремен-

ного контакта трех не смачивающихся фаз, одна из которых обычно газ (воз-

дух). Степень смачивания количественно характеризуется краевым углом 

смачивания [1, 2]. 

Смачивание бывает двух видов: 

– иммерсионное (вся поверхность твердого тела контактирует с жидко-

стью); 

– контактное (состоит из трех фаз – твердая, жидкая, газообразная). 

Смачивание зависит от соотношения между силами сцепления молекул 

жидкости с молекулами (или атомами) смачиваемого тела (адгезия) и си-

лами взаимного сцепления молекул жидкости (когезия). Если жидкость кон-

тактирует с твердым телом, то возможны два результата: 

1. Молекулы жидкости притягиваются друг к другу сильнее, чем к мо-

лекулам твердого тела. В результате силы притяжения между молекулами 

жидкости собирают ее в капельку. Так ведет себя ртуть на стекле, вода на 

парафине или «жирной» поверхности. В этом случае говорят, что жидкость 

не смачивает поверхность; 

2. Молекулы жидкости притягиваются друг к другу слабее, чем к моле-

кулам твердого тела. В результате жидкость стремится прижаться  

к поверхности, расплывается по ней. Так ведет себя ртуть на цинковой пла-

стине, вода на чистом стекле или дереве. В этом случае говорят, что жид-

кость смачивает поверхность. 

На рис. 1 показано смачивание твердой поверхности жидкостью. 

 

 

 

Рис. 1. Варианты смачивания: 

A – очень слабое смачивание, капля практически шарообразная; 

В и С – смачивание с большей площадью контакта  

капли жидкости с твердой поверхностью; 

S – полное смачивание, жидкость растекается по поверхности 
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Равновесное уравнение 

γsv = γsl + γlv cos θ, 

где γlv – равновесное состояние между жидкостью и газовой фазой; 

γsv – равновесное состояние между твердой фазой и газовой фазы; 

γsl – равновесное состояние между твердой и жидкой фазами (рис. 2). 

 

Рис. 2. Равновесное состояние 

 

Фотографические наблюдения показывают, что верхняя граница 

капли представляет собой часть эллипсоидальной кривой (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Фотография объекта 

 

Известно, что уравнение эллипса может быть представлено в виде: 

2 2 0ax bxy cy dx ey f      , 

где , , , , ,a b c d e f  – числовые коэффициенты, требующие определения. 

В действительности количество неизвестных коэффициентов можно 

сократить до 5. Поскольку произведение коэффициентов эллипса 0ac  , раз-

деливна ненулевой коэффициент ,c будем искать уравнение в виде 
2 2 0ax bxy y cx dy e       или 

2 2ax bxy cx dy e y      .                                    (1) 
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Поставим задачу нахождения коэффициентов уравнения (1) по имею-

щимся семи приближенным измерениям точек на координатной плоскости. 

Если эти точки действительно принадлежат эллипсу, то подстановка их ко-

ординат в (1) приводит к переопределенной системе из 7 линейных уравне-

ний с пятью неизвестными. 

2 2;     1, ..., 7.i i i i i iax bx y cx dy e y i                               (2) 

Возникает вопрос о совместности системы (2).В действительности 

может оказаться, что эллипса, которому принадлежат все эксперименталь-

ные точки, не существует. Поэтому трансформируем задачу к нахождению 

эллипса (рис. 4), который наиболее близко в некотором смысле расположен 

по отношению к этим точкам. 

 
Рис. 4. Искомый эллипс и результаты наблюдений 

 

Далее используются следующие обозначения: вектор-столбец 

( ; ; ; ; )TZ a b c d e , где индекс T означает транспонирование, A – матрица 

коэффициентов при неизвестных системы (2), B – столбец свободных  

членов. 

Тогда (2) принимает следующий вид: AZ= B. В статистике принято 

в качестве коэффициентов искомого уравнения (в нашем случае эллипса) 

рассматривать те, которые минимизируют сумму квадратов разностей  

ординат 
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i i
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y y


 ,                                              (3) 

где iy  – ордината точки этого уравнения с абсциссой xi. 

При этом      
7
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    . Таким образом, столбец Z ми-

нимизирует сумму (3). Следуя [3], рассмотрим дифференциал этой суммы: 

     ( ) 2 ( ).
T TT T T Td B AZ B AZ dZ A B AZ B AZ AdZ dZ A B AZ          

 
 

Электронный архив УГЛТУ



241 

Поскольку в точке минимума (3) он равен нулю, то 

ATAZ = ATB.                                                 (4) 

Полученная система называется нормальной по отношению к си-

стеме (2). 

Станем получать приближение решения этой системы с помощью ите-

рационного метода Зейделя. Известно, что нормальная система совместна и 

имеет единственное решение, если столбы матрицы A линейно независимы, 

то есть когда определитель матрицы ATA отличен от нуля. В этом случае га-

рантируется сходимость [4] численного метода Зейделя, примененного к си-

стеме (4). При этом (4) удобно представить в виде 
 

11 12 13 14 15 1 1

21 22 23 24 25 2 2

31 32 33 34 35 3 3

41 42 43 44 45 4 4

51 52 53 54 55 5 5

,T T

a a a a a z f

a a a a a z f

A AZ a a a a a z f A F

a a a a a z f

a a a a a z f

    
    
    
      
    
    
    
    

 

где матрица ATA = (aij), 1 ≤ i, j ≤ n невырожденная и имеет ненулевые диаго-

нальные элементы, т. е. aii  ≠ 0 для всех i. 

В силу сделанных предположений неизвестное zi из каждого ее 

i-го уравнения может быть выражено следующим образом: 
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Далее, после выбора произвольного начального приближения 
0

iz рас-

четные формулы для последовательности приближений 
1k
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Таким образом, предложен и обоснован сходящийся численный алго-

ритм построения коэффициентов уравнения эллипса, который и будет при-

ниматься за приближение искомого. 

Пример. В таблице приведены результаты экспериментальных данных. 
 

Данные эксперимента 

X Y 

958,550680 899,772692 

980,294336 949,319116 

987,635576 996,514559 

979,488541 1065,050619 

954,381486 1118,134610 

910,668098 1158,154889 

862,948767 1169,903330 

 

Согласно описанной процедуре, получено уравнение эллипса 

2 20,4079 0,840411 415,710089 1206,652985 227693,190995 0.x xy y x y       

На плоскости эллипс имеет вид как на рис. 5. 
 

 

Рис. 5. График эллипса 

Результаты моделирования эллипсоидальной формы границы капли 

хорошо аппроксимируют данные наблюдений, поэтому могут быть исполь-

зованы в дальнейших аналитических исследованиях. 
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