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В данной работе мы вводим так называемые дробные и многопараметрические 

Фурье, Уолша, Виленкина Крестенсона и Хаара преобразования для  перспективных 

обобщенных GOFDM-телекоммуникационных систем.  
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In this work we introduce a new class so called multiparameter and fractional Walsh, 

Chrestenson-Vilenkin and Haar transforms for perspective generalized GOFDM-

telecommunication systems. 
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Введение 

 

Дискретные ортогональные преобразования нашли широкое применение в систе-

мах коллективного доступа, таких, как TDMA, FDMA, MC-CDMA,  OFDM. В этих си-

стемах передаваемые сигналы являются суммами некоторого числа базисных сигналов 

из некоторого ортогонального сигнального базиса (например, дельта-функций в TDMA, 

тригонометрических в FDMA и OFDM или функции Уолша в MC-CDMA). С теорети-

ческой точки зрения нет особых ограничений на использование произвольных базис-

ных функций. Телекоммуникационные системы, в которых используются такие базис-

ные функции будем называть GOFDM-системами (Generalized Orthogonal frequency-

division multiplexing – мультиплексирование с ортогональным обобщенным частотным 

разделением каналов). Таким образом, в GOFDM-системах могут использоваться про-

извольные ортогональные базисные сигналы.  

Пусть  0 1 1, ,..., N

N mc c c  c Z  – N -мерный входной вектор в GOFDM–системе 

(рис. 1), где  / 0,1,2,..., 1 ,   0,1,..., 1ic m m i N    Z Z . Передаваемый GOFDM–

сигнал является комплексно-значной функцией вида 

  0 0

1 1

0 0

( ) ( )i

N N
j t c j t

i k k

k k

s t e t e c t
 

 

 

     c                                                                   (1) 

где 2 /: 1 j mm e    , ic

ic    (т.е.  0 1 1, ,..., m

ic     ) и  
1

0
( )

N

i i
t




  —  ортонормированный 

базис комплексно-значных сигналов.   

Последовательность  0 1 1, ,..., Nc c c c  называется m -арным кодовым словом. Для 

2m  имеет место бинарная модуляция, производящая бинарные  1  – GOFDM–

кодовые слова.  Для 4m  имеет место четверичная модуляция, производящая четве-

ричные GOFDM–кодовые слова. Для классической OFDM базисные функции – обыч-

ные гармонические сигналы
 

( )
j k t

k t e


  . В этом случае выражение (1) представляет 

собой дискретное преобразование Фурье (ДПФ): 

     00 0

1 1 1

0 0 0

( ) .k

N N N
j k tj k tj t c j t

k k i

k k k

s t e t e c e c e
  

   

  

      c                                   (2)  

Здесь N  функций 
 0( )

j k t

k t e
  

   ортогональны на интервале  0,2 /t   . 

Обычно 2nN   – степень двойки, поскольку в этом случае можно использовать быст-

рое ДПФ. Для TDMA базисные функциями являются дельта-функции Дирака. 

  Система MC-CDMA отличается от выше описанных классических OFDM и 

TDMA систем тем, что в ней вместо гармонических сигналов или дельта-функций Ди-

рака используются функции Уолша и соответствующее им дискретное преобразование 

Уолша:  
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                  0

1

0

( 1) Wal ( ),k

N
j t c

k

k

s t e t






 c                                                            (3) 

где  0 1 1 2, ,..., N

Nc c c  c Z   

 

  

Рис. 1. Блок-схема GOFDM. 

В этой работе мы предлагаем использовать в GOFDM-системе в качестве подне-

сущих сигналов  
1

0
( )

N

i i
t




  многопараметрические базисные функции  

1

1 2 0
( | , ,..., )

N

k m k
t




      

многопараметрического и дробного преобразований Фурье, Уолша и Вейвлет-Хаара. 

При плавном изменении параметров  1 2, ,..., m    меняются базисные функции, и 

вслед за ними будет изменяться GOFDM-система, принимая облик и свойства любой из 

выше названных систем. 

 

Дробное и многопараметрическое преобразования Фурье 

 

Идея о дробных степенях оператора Фурье появилась в математической литера-

туре в начале XX века (Wiener,1929; Condon, 1937). В 1937 году в работе Е. Кондона 

(Condon, 1937) было впервые предложено так называемое дробное преобразование 

Фурье (ДрПФ) для решения задач квантовой механики. Позже, в 1961 году В. Баргманн  

(Bargmann, 1961) дал более точное определение этого преобразования, основанное на 

многочленах Эрмита. Если  2πnH t  – многочлены Эрмита  порядка n, то функции: 
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    
2

1

4
-πt2

2π ,      0,1,2,
2 !

n n
n

t H t e n
n

                                                      (4) 

– суть собственные функции преобразования Фурье:     nλn nt       соответ-

ствующие собственным значениям λ n

n i . Они формируют ортогональный набор 

функций на интервале   ,  относительно весовой функции 
2πte , поскольку 

       
2πt  δ .n m n m mnt t e t t dt





                                                          (5) 

Очевидно, преобразование Фурье имеет следующее собственное разложение 

     
2

4

0

( ) : e ω .
j n

i t

n n

n

t t e








 
         

 
                                                    (6) 

Согласно В. Баргманну  ДрПФ 


определяется через его собственные функции сле-

дующим образом:  

     

 2 2

jπ πα
α sgnsin

2 4 2
( ) 4

0

πα
jπ tg ω 2ω  csc( )

2

| : e ω
πα

sin
2

,

j n

n n

n

t t

e
t t

e

 
   







 
   

 

 
           

 

 
 
  



                             (7) 

где  |t   – ядро ДрПФ, а  tn  его собственные функции, соответствующие новым 

собственным значениям 
2

4λ e
j n

n




   (старые собственные значения, возведенные в 

дробную степень  ). Для 1     ω|1 j tt e   и ДрПФ принимает облик классического 

преобразования Фурье. При  0   оно вырождается в тождественное преобразование. 

Таким образом, при непрерывном изменении параметра    ДрПФ плавно меняет облик 

от тождественного преобразования до обычного преобразования Фурье, а GOFDM-

система, в которой в качестве сигналов  
1

0
( )

N

i i
t




  используются базисные сигналы 

 ,t  , превращается из  FDMA в TDMA . При 0,5   система представляет собой 

уже некоторый гибрид обеих этих систем.  

Примечание 1. В 1980 г. В. Намиас заново открыл дробное преобразование 

Фурье (Namias, 1980). В своей работе, посвященной использованию дробного ПФ для 

решения некоторых задач, связанных с квантовыми гармоническими колебаниями, он 

представил операционное исчисление этого преобразования. Его подход был расширен 

Мак Брайдом и Керром в 1987 г. (McBride, Kerr, 1987). Позже, в 1993 г. Х. Озактас и Д. 

Мендлович предложили дробное преобразование в оптике (Ozaktas, Mendlovic, 1993). 

На сегодняшний день дробное ПФ нашло широкое применение в разных областях 

науки и техники (Ervin et al., 2011). 

Количество свободных параметров у ДрПФ 


 можно увеличить, делая все соб-

ственные значения  различными  

     0 1 1

21
( , ,..., ) 4

0 1 1

0

| , ,..., : e ω
n

N

N j

N n n

n

t t

 
  

 



 
           

 
                        (8)                    
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где  0 1 1| , ,..., Nt      – ядро многопараметрического преобразования Фурье, а  tn  

его собственные функции, соответствующие собственным значениям 
2

4λ e
nj

n




 .  В 

этом случае GOFDM-система, будет оснащена поднесущими, зависящими не от одного, 

а от нескольких параметров  0 1 1| , ,..., Nt     .  

 

Дробные и многопараметрические преобразования Уолша 

 

Пусть  
1

, 0

N

k k t
F i




     – произвольное дискретное симметричное )( NN  –

преобразование, nλ  и  tn  – его собственные значения и собственные векторы, где 

1,,1,0  Nn  . Пусть  

     0 1 1

| | |

| | |

| | |

Ni i i

 
 
 
    
 
 
    

                                                                       (9)  

- матрица, составленная из собственных векторов -преобразования. Тогда 

 1 Diag λn

   представляет собой собственное разложение преобразования 

 
1

, 0

N

k k t
F i




    . Следовательно,   1: ΛkF i     . Если 

0 1, , N    – произволь-

ные вещественные числа, то  выражение 

  
    0 N 1 0 N-1
α , ,α α α 1

0 N-1: diag λ , ,λ                                                                (10) 

назовем многопараметрическим дробным  – преобразованием. Если ,i    для всех 

0,1, , 1i N  , то такое преобразование назовем дробным – преобразованием.   

Пусть  2

1    12

1 12

 
  

 
, тогда 2 2 22

:n      является  nn 22  -

преобразованием Уолша.  Для  
2
  имеет  место  собственное разложение:  

   

   

   

   

     

2

2 2 2

1    12

1 12

cos 8 sin 8    cos 8 sin 81

sin 8    cos 8 sin 8 cos 81

8 D 1, 1 8 ,cs cs

 
  

 

        
             

   

                        

(11)                                     

 

которое позволяет ввести следующее двупараметрическое преобразование 

       

   

   

   

   

2 1 2 2 2 1 2 2

2 α
1

2 α
2

α ,α cs 8 D α ,α cs 8

cos 8 sin 8    cos 8 sin 8

sin 8    cos 8 sin 8 cos 8

j

j

e

e





   

        
     
            

               (12)  

Тензорно перемножая  его n раз,  получаем 2n-параметрическое преобразование Уолша 

   1,1 2,1 1,2 2,2 1, 2,

1 1

(α ,α ;α ,α ;...;α ,α )

2 1, 2, 2 1, 2,2 2 2
1 1

α ,α α ,α ,n n

n i n

nn

i i i i
i i

I I 

 

                 (13)  

Подставляя (12) в (13), получаем быстрое дробное преобразование Уолша 
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1,1 2,1 1,2 2,2 1, 2,

1 1

1 1 1 1

(α ,α ;α ,α ;...;α ,α )

2 1, 2, 2 1, 2,2 2 2
1 1

2 2 1, 2, 22 2 2 2
11 1

α ,α α ,α

/8 D α ,α /8 .
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i n i n
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i i i i
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i i
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I cs I I cs I

 

   

 

 

      

 
             

 



 

        (14)  

Количество параметров в выражении (14) можно увеличить с 2n до 2n, используя вме-

сто диагональной матрицы тензорной структуры  2 1, 2,
1

D α ,α
n

i i
i

 
 
 
  диагональную мат-

рицу общего вида с 2n свободными параметрами   1 22 2
α ,α , ,αn nD 

 
, что дает новое  

2n–параметрическое дробное быстрое преобразование Уолша с неразделимой диаго-

нальной матрицей 

     

1 2 2

1 1 1 1

(α ,α ,...,α )

2

2 1 2 22 2 2 2 2 2
1 1

/ 8 D α α ,α / 8 .

n

n

i n n n i n

n n

i i

I cs I I cs I   

 



               
           (15)  

При плавном изменении  1 2 2
α ,α , ,α n  многопараметрическое преобразование Уолша 

1 2 2
(α ,α ,...,α )

2

n

n  плавно меняет форму от тождественного преобразования до классическо-

го преобразования Уолша. 

 

Многопараметрические преобразования Крестенсона-Виленкина 

 

Как и преобразование Уолша, преобразование Крестенсона-Виленкина ( )n nm m  

имеет тензорную структуру. Например, для 3m   это преобразование задается следу-

ющим образом: 

3 3 33
: ,n    С С С С                                                                                      (16) 

где 

2 4

3 3
3

4 2

3 3

1 1 1

3
1

3

1

i i

i i

e e

e e

 

 

 
 
 

  
 
 
 

C  и   – символ тензорного произведения. Собственное раз-

ложение для 3C  имеет вид:  

2 4

3 3
3

4 2

3 3

1 1 1
1 cos( ) sin( )

3
1 cos( / 4) sin( / 4) sin( ) cos( )

3
sin( / 4) cos( / 4) 1

1

1 cos( ) sin( ) 1

1 sin( ) cos( ) cos( / 4) sin( / 4)

1 sin(

i i

i i

e e

e e

j

 

 

 

   

 

 

   

 
     
     

        
        
 
 

   
   

   
   
       

C

 12 01 3 01 12

/ 4) cos( / 4)

1, 1, ,j

 

 
 


 
  

 R R D R R
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где 12 12,R R – матрицы вращения на углы 4 , а 01 01,R R – матрицы вращения на 

углы  1
,  2

2
arctg    соответственно. Введем следующее трехпараметрическое 

преобразование 

   12 013 1 2 3 3 1 2 3 01 12

2 1

2

32

, , , ,

1 cos( ) sin( )

cos( / 4) sin( / 4) sin( ) cos( )

sin( / 4) cos( / 4) 1

cos( ) sin( ) 1

sin( ) cos( )

1

j

j

j

e

e

e








     

 

   

 

 

 

   

    
    
    

       
    
         

 
 
 

 
 
 
  

C R R D R R

cos( / 4) sin( / 4) .

sin( / 4) cos( / 4)

 

 

 
 
 
 
 

  

Тензорно перемножая его n  раз, получаем 3n -параметрическое преобразование Кре-

стенсона-Виленкина: 

 

 

1,1 2,1 3,1 1,2 2,2 3,2 1, 2, 3,

1

( , , ; , , ,;...; , , )

3 1, 2, 3,3
1

3 1, 2, 3,3 3
1

, ,

, , .

n n n
n

i n i

n

i i i
i

n

i i i

i

        
  

   





 

   
 





C C

I C I

 

Собственное разложение этого преобразования представляется следующим образом: 

   

1,1 2,1 3,1 1,2 2,2 3,2 1, 2, 3,

1 12 01

1

( , , ; , , ,;...; , , )

3

3 1,1 2,1 3,1 3 1, 2, 3,3 3
1

01 123 3
1

, , , ,

n n n
n

i n i

i n i

n

n n n

i

n

i

        

      

 







         
  

    
 





C

I R R I D D

I R R I

 

   

1 1

1 1

12 01
3 3 3 3

1 1

2 1,1 2,1 3,1 2 1, 2, 3,

01 123 3 3 3
1 1

, , , ,

.

i n i i n i

i n i i n i

n n

i i

n n n

n n

i i

     

   

   

 

 

         
   

    
 

        
   

 

 

I R I I R I

D D

I R I I R I

 
    

(17) 

Как и в преобразовании Уолша, количество параметров в выражении (17) можно уве-

личить с 3n  до 3n , используя вместо матрицы тензорной структуры 

   2 1,1 2,1 3,1 2 1, 2, 3,, , , ,n n n      D D  диагональную матрицу общего вида с 3n  

свободными параметрами  1 23 3
, , ,n n  D , что дает новое многопараметрическое     

(3n
-параметрическое) быстрое преобразование Крестенсона-Виленкина с нераздели-

мой диагональной матрицей: 
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 

1,1 2,1 3,1 1,2 2,2 3,2 1, 2, 3,

1 1

1 1

( , , ; , , ,;...; , , )

3

12 01 1 2 01 123 3 3 3 3 3
1 1

12 01
3 3 3 3

1 1

1 23 3

, , ,

, , ,

n n n
n

i n i n n i n i

i n i i n i

n

n n

i i

n n

i i

        

  

  

   

   

 

 



          
    

         
   

 

 

 

C

I R R I D I R R I

I R I I R I

D  

1 101 123 3 3 3
1 1

.

n

i n i i n i

n n

i i

   

 

  
 

        
    I R I I R I

 

При плавном изменении параметров 1,1 2,1 3,1 1,2 2,2 3,2 1, 2, 3,( , , ; , , , ;...; , , )n n n          много-

параметрическое преобразование 1,1 2,1 3,1 1,2 2,2 3,2 1, 2, 3,( , , ; , , ,;...; , , )

3

n n n
n

        
C  плавно меня-

ет форму от тождественного преобразования до классического преобразования Кре-

стенсона-Виленкина. 

 

Дробные и многопараметрические вейвлет-преобразования Хаара 

 

Пусть  
1

, 0

N

k t
M i






     – произвольное несимметричное дискретное обратимое 

)( NN   - преобразование. Сформируем два произведения    и  , где «+» – 

символ эрмитова сопряжения. Эти преобразования симметричны и, следовательно, 

имеют собственные разложения: D  , D  , где 

 0 1 1: , , , ND diag     - диагональная матрица сингулярных чисел. Тогда  имеет 

следующее сингулярное разложение   , где  

           0 1 1 0 1 1

| | | | | |

| | | | | |

,   

| | | | | |

N Ni i i i i i 

   
   
   
         
   
   
           

              (18)  

- матрицы собственных векторов преобразований    и  ,  соответственно, и 

   0 1 1 0 1 1: , , , , , ,N ND diag diag           .  

Если 
0 1, , N    –  произвольные вещественные числа, то преобразование 

    0 N 1 0 N-1
α , ,α α α

0 N-1: diag λ , ,λ                                                                   (19)  

назовем многопараметрическим -преобразованием. Воспользуемся этим разложени-

ем для получения многопараметрического и дробного вейвлет-преобразования Хаара 

(ВПХ). ВПХ может быть определено с использованием классического дискретного 

преобразования Хаара:  

122 2 2 2 2
1

( )[ ]n n i n n i n

n

i

I I P  


                                                                     (20)  
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где 
2

1    12

1 12

 
  

 
 – суть  22 –преобразование Уолша, nP

2
 – так называемая мат-

рица «идеального» перемешивания:  


 
n

i

iin
n

IPIP
2

242 2
2

, а 
4P  – оператор «bit 

swap», т.e.    10014 ,:, iiiiP  .  Для 2  имеет  место  собственное разложение:  

   

   

   

   

     

2

2 2 2

1    12

1 12

cos 8 sin 8    cos 8 sin 81

sin 8    cos 8 sin 8 cos 81

8 1, 1 8 ,cs D cs

 
  

 

        
             

   

                              (21)  

которое дает собственное разложение 
2n :  

     

    

  

1

1 1

1

2 2 22 2 2 2 2
1

2 22 2 2 2 2 2
1 1

2 2 2 2
1

2

8 1, 1 cs 8

cs ( 8) D 1, 1

cs 8

( )n n i n n i n

n i n n i n i n n i

n i n n i

n

i

n n

i i

n

i

n

cs D I I P

I I I I

I I P

  

     

  




 
 






         

          
   

      
 



 



                     (22) 

Подставляя в  (22)  вместо 
2
 выражение   

       

   

   

   

   

2 1 2 2 2 1 2 2

2 α
1

2 α
2

α ,α 8 α ,α cs 8

cos 8 sin 8    cos 8 sin 8
,

sin 8    cos 8 sin 8 cos 8

j

j

cs D

e

e





   

        
     
            

                  (23)  

получаем 2n -параметрическое ВПХ  

      

     

  

11 21 12 22 1 2

1

1 1

( , ; , ;...; )

11 21 12 22 1 22

2 2 1 2 2 2 2 2 2
1

2 2 1 22 2 2 2 2 2
1 1

2 2

( , ; , ;...; )

8 D α ,α 8

8 α ,α

8

n n
n

n i n n i n

n i n n i n i n n i

n i

n n

n

i i

i

n n

i i

i i

cs cs I I P

cs I I D I I

cs I

  

     



      




 
 

        

       
 

        
   

  

 



 

1 11 21 1 22 2
1

2
( , ;...; ) ,n n i

n

n n

i

nI P 






         
 

                (24)  

где  

  

  

  

1

1

1

2 2 2 2
1

2 2 2 2 2
1

11 21 1 2 2 1 2 2 2 2
1

8

8 ,

( , ;...; ) α ,α

,

.

n i n n i

n i n n i n

n i n n i

n

i

n

i

n

n n

i

cs I I

cs I I P

D I I

  

  

  












    
 

    
 

        
 







                                     (25)  

Количество параметров в выражении (25) можно увеличить с 2n до 2n, используя вме-

сто диагональной матрицы тензорной структуры   2 1 2 2
α ,α n ii iD I   диагональную 
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матрицу общего вида с 2n свободными параметрами  1 22 2
α α ,αn n

 
 

, что дает новое  

2n-параметрическое дробное быстрое ВПХ с неразделимой диагональной матрицей  

 

  

  

1 2 2

1

1

( , ,..., )

1 22 2

2 11 21 1 22 2 2
1

2 2 2 2 2
1

( , ,..., )

8 ( , ;...; )

8 .

n

n n

n i n n i

n i n n i n

n

n n

i

n

i

cs I I

cs I I P

  

  

   







      

          
 

     
 





                                    (26)  

При плавном изменении параметров  1 2 2
(α ,α ,...,α )n  многопараметрическое ВПХ 

плавно меняет форму от тождественного преобразования до классического вейвлет-

преобразования Хаара, что позволяет, во-первых, ввести адаптационные свойства в 

спектральный анализ сигналов и, во-вторых, создать многопараметрическую MC-

CDMA. 

Заключение 

Представлен систематический метод синтеза многопараметрических симмет-

ричных  и несимметричных  преобразований, базисные функции которых могут быть 

использованы в качестве поднесущих в обобщенных OFDM и CDMA системах.  
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УНИФИЦИРОВАННЫЙ ПОДХОД К КОМПЛЕМЕНТАРНЫМ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯМ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯМ. 

ЧАСТЬ 1. МУЛЬТИПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  

ГОЛЕЯ-РУДИНА-ШАПИРО   

 

Ключевые слова:  обобщенные комплементарные последовательности, много-

параметрические преобразования Фурье-Голея-Рудина-Шапиро, TDMA, FDMA, MC-

CDMA, OFDM -телекоммуникационные системы.  

В данной работе мы разрабатываем новый унифицированный  подход к синтезу  

так называемых обобщенных последовательностей Голея-Рудина-Шапиро. Он основы-

вается на новой итерационной генерирующей конструкции.  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

V.G. Labunets, V.P. Chasovskikh, E.Osthaimer 

 

UNIFIED APPROACH TO COMPLEMENTARY SEQUENCES AND 

TRANSFORMS. PART 1. MULTIPARAMETRIC GOLAY-RUDIN-SHAPIRO 

TRANSFORMS 

 

Keywords: generalized complementary sequences, multiparameter Fourier-Golay-

Rudin-Shapiro transforms. TDMA, FDMA, MC-CDMA, OFDM-телекоммуникационные 

системы.  

In this paper we develop a new unified approach to the so-called generalized Golay-

Rudin-Shapiro (GRS) sequences. It based on a new generalized iteration generating construc-

tion. 

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------        

 

Introduction 

 

The basis which has come to be known as the Golay-Rudin-Shapiro (GRS)  set was in-

troduced in (Byrnes, 1994)  to prove the H.S. Shapiro global uncertainty principle of conjec-

ture. Each function in the GRS is called the Golay-Rudin-Shapiro binary sequence. They are 

piecewise 1 can change sign only at points of the following form / 2nj ,  0,1,2,...,2 1,nj     

1,2,...n   These basis functions satisfy almost all standard properties of the Walsh functions. 

Discrete classical Fourier-Golay-Rudin-Shapiro Transforms (FGRST) in bases of different 

Golay-Rudin-Shapiro sequences can be used in many signal processing applications: multi-

resolution by discrete orthogonal wavelet decomposition, digital audition, digital video broad-

casting, communication systems (Orthogonal Frequency DivisionMultiplexing - OFDM, Mul-

ti-Code-Division Multiple Access - MCDA), radar, and cryptographic systems.  

Binary 1 -valued GRS sequences (2-GRS) associated with the cyclic group 2Z  were 

introduced by Shapiro, Golay and Shapiro in 1949-1951 (Golay, 1949, 1961, 1977; Shapiro, 
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 1951,1958;  Rudin, 1959). Golay (1961) gave an explicit construction for binary Golay com-

plementary pairs of length 2m  and later noted (Golay, 1977)  that the construction implies the 

existence of at least 2 !/ 2m m  binary Golay sequences of this length. They are known to exist 

for all lengths 1 10 26N     , where , ,    are integers and , , 0    (Turyn, 1974), but do 

not exist for any length N  having a prime factor congruent to the modulo 4 (Eliahou et al., 

1990). Budisin (1990) using the earlier work of Sivaswamy (1978) gave a more general recur-

sive construction for Golay complementary pairs and showed that the set of all binary Golay 

complementary pairs of length 2m  obtainable from it concides with those given explicitly by 

Golay. For a survey of results on nonbinary Golay complementary pairs, see (Fan, Darnel, 

1996). Recently, Davis and Jedwab (1999) gave an explicit description of a large class of Go-

lay complementary sequences in terms of certain cosets of the first order Reed-Muller codes. 

The following actors are used for building the classical GRST in bases of classical Golay-

Rudin-Shapiro sequences:  1) the Abelian group 2

n
Z ,  2) 2-point Fourier transform 

2
,  and  

3) the complex field C ; i.e., these transforms are associated with the triple  2 2, ,n
Z C . 

In this work, we develop a new unified approach to the so-called generalized complex- 

( )pGF - and Clifford-valued complementary sequences. The approach is based on a new iter-

ation generating construction. This construction has a rich algebraical structure.  This con-

struction is associated not with the triple  2 2, ,n
Z C  but rather with other groups instead of 

2

n
Z , other unitary transforms instead of 2 ,  and other algebras (Clifford algebras), finite 

rings ( mZ ) and finite Galois fields ( ( )qGF ) instead of the complex field C . 

 

New iteration construction for original Golay sequences 

 

We begin by describing the original Golay 2-complementary 1 -valued sequences. 

Definition 1. Let  0

0 1 1com ( ) : , ,..., Nt c c c   and  1

0 1 1com ( ) , ,..., Nt s s s  , where 

 , 1i ic s   . The sequences  
0 1com ( ),  com ( )t t  are called the 2-complementary (  1 -valued) 

or Goley complementary pair over  1 , if 
0 1( ) ( ) ( ),COR COR N      or 

 2 2
0 1

1

COM ( ) COM ( ) ,
z

z z N


   where 
0 1( ), ( )COR COR   are the periodic correlation 

functions of 
0 1com ( ),  com ( )t t  and 0 0 1 1COM ( ) com ( ) ,  COM ( ) com ( )z t z tZ Z  are 

their Z  transforms. Any sequence, which is a member of a Golay complementary pair, is 

called the Golay sequence. 

We use two symbols   and t  for numeration of Golay sequences and discrete time, 

respectively. For integer   and t  we shall use binary representations 

 [ ] 1 2, ,...,n n      ,   [ ] 1 2, ,...,n nt t t t t  , where  , 0,1 ,  1,2,...,i it i n  . Obviously,  

 

     

     

   

1 1

2 2

3 3

1 1 1 12 2

2 1 2 1 2 2 1 2 1 22 2

3 1 2 3 2 3 3 1 2 3 2 32 2

1 2 1 12

( ) Z , Z ,

( , ) , Z , , , Z ,

( , , ) , Z , , , , Z ,

............................... ..........................

, ,..., , Z , ,nn n n n n

t

t t t

t t t t

t t

α t

α α t t

α α t t

α α t



  

   

   

   

     

     

       2 1 2
,..., , Z .nn n nt tt  

 

Let    1 1,0 ,1
com ( ),   com ( )

n n
n nα α

t t   be a set of  2n  pairs of complementary sequences of length 

12n . Then the following matrix of depth 1n  has size 1 12 2n n    
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   

   

   

   

   

   

1

10,0,...,0,0

10,0,...,0,1

10,0,...,1,0

10,0,...,1,1

2

11,1,...,1,0

11,1,...,1,1

comcom

com

com

com

...........................

...........................

com

com

n

n

n

n

n

n

n















 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

t

t

t

t
G

t

t

 

 

 

 

 

 

( ,0) 1

( ,1) 1

( ,0) 1

2 1
( ,0) 1

( ,1) 1

0 ( ,1) 1

( ,0) 1

( ,1) 1

com

com

com ( )com

com ( )......................

.........................

com

com

n

n

n

n

n
n

n n

n

n

n

n

n

n
n

n

n

n












 





 
 
 
 
 
 

  
   

   
 
 
 
 
  

α

α

α

α
α

α α

α

α

t

t

t

tt

t

t

t

. (1) 

is called  the Golay matrix, where  

( ,0) 1

( ,1) 1

com ( )

com ( )

n

n

n

n





 
 
  

α

α

t

t
 (2) 

are a pair of complementary sequences and  is the symbol of the vertical concatenation of 

 12 2n matrices (2). For example,  

1

(0) 1

2
(1) 1

com ( )
,

com ( )
G

t

t

 
  
  

 

                         

 

1

1 1

2

11 1

1

( ,0) 2
(0,0) 2

1
( ,1) 2 ( ,0) 2(0,1) 2

2
(1,0) 2 0( ,0) 2 ( ,0) 2

(1,1) 2( ,1) 2

(0,0) 2

(0,1

com ( ) com ( )

com ( ) com ( )com ( )

com ( )com ( ) com ( )

com ( )com ( )

com ( )
     

com

G

α

α α

αα α

α

t t

t tt

tt t

tt

t



   
                     
     


(1,0) 2

) 2 (1,1) 2

com ( )

( ) com ( )

t

t t

   
   
      

 

                        

2

2

2

2

3

2

2

2

2

( ,0) 3
(0,0,0) 3

( ,1) 3
(0,0,1) 3

( ,0) 3
(0,1,0) 3

( ,1) 3 (0,1,1) 3

2
(1,0( ,0) 3

( ,1) 3

( ,0) 3

( ,1) 3

com ( )
com ( )

com ( ) com ( )

com ( ) com ( )

com ( ) com ( )

comcom ( )

com ( )

com ( )

com ( )

G

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

α

α

α

α

α

α

α

α

t
t

t
t

t t

t t

t

t

t

t

2

2 2

3
( ,0) 3

,0) 3 0 ( ,1) 3

(1,0,1) 3

(1,1,0) 3

(1,1,1) 3

(0,0,0) (0,1,0) (1,0

(0,0,1) (0,1,1)

com ( )

( ) com ( )

com ( )

com ( )

com ( )

com ( ) com ( ) com
     

com ( ) com ( )

t t

t t



 
 
 
 
 

  
   

   
 
 
 
  

   
    
      

α

α α

t

t t

t

t

t

,0) (1,1,0)

(1,0,1) (1,1,1)

( ) com ( )
.

com ( ) com ( )

t t

t t

   
   
      

 

(3) 
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The initial matrix 2G  is formed by starting with the Fourier-Walsh  2 2 matrix  

1

(0) 1

2
(1) 1

com ( ) 1 1

com ( ) 1 1
G

   
    

    

t

t
 (4) 

and by repeated application of the iteration construction to pairs of rows in the matrix. In (n + 

1)th iteration this construction takes each pair 1

1

( ,0)

( ,1)

com ( )

com ( )

n

n

n

n





 
 
  

α

α

t

t
 from 

1

1

1 1

2 1
( ,0)

2
0 ( ,1)

com ( )

com ( )

n

n

n

n n

n

n





 





 
  

  

α

α α

t
G

t
 (5) 

and constructs four rows of the twice length  

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

( ,0) ( ,1) ( ,0,0) 1

( ,0) ( ,0) ( ,1) (

( ,1) ( ,1) ( ,0)

( ,1) ( ,0)

com ( ) com ( ) com ( )

com ( ) com ( ) com ( ) com

com ( ) com ( ) com ( )

com ( ) com ( )

n n n

n n n

n n n

n n

n n n

n n n

n n n

n n

  

  

  

 


 
 

   
    

    
  

α α α

α α α α

α α α

α α

t t t

t t t

t t t

t t

1

1

1

,0,1) 1

( ,1,0) 1

( ,1,1) 1

( )

com ( )

com ( )

n

n

n

n

n

n













 
 
 
 
 
 
 

α

α

t

t

t

 (6) 

for obtaining two pairs of complementary sequences of twice length:   

 

 

 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

( ,0,0) 1 ( ,0) ( ,1)

( ,0,1) 1 ( ,0) ( ,1)

( ,1,0) 1 ( ,1) ( ,0)

( ,1,1) 1 ( ,

com ( )   com ( ),   com ( ) ,

com ( )   com ( ), com ( ) ,

com ( )   com ( ),   com ( ) ,

com ( ) com

n n n

n n n

n n n

n n

n n n

n n n

n n n

n

  

  

  

 











 



 

α α α

α α α

α α α

α α

t t t

t t t

t t t

t  
11) ( ,0)( ),   com ( ) .

nn nαt t

 

Obviously, 

    
   

 

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1 1

( ,0,0) ( ,0,0) 1 ( ,0) ( ,1)

2

( ,0) ( ,1)

2

( ,0) ( ,1)

( ,0,1) ( ,0,1) 1 ( ,0)

COM ( ) com ( ) com ( ), com ( ) 

com ( ) z com ( )

COM ( ) z COM ( ),

COM ( ) com ( ) com ( ),

n n n n

n

n n

n

n n

n n n

n n n

n n

n n

z

z z

z

α α α α

α α

α α

α α α

Z t Z t t

Z t Z t

Z t Z t

   

 

 

  





  

   

 

    
   

    
   

1

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

( ,1)

2

( ,0) ( ,1)

2

( ,0) ( ,1)

( ,1,0) ( ,1,0) 1 ( ,1) ( ,0)

2

( ,1) ( ,0)

com ( ) 

com ( ) z com ( )

COM ( ) z COM ( ),

COM ( ) com ( ) com ( ), com ( ) 

com ( ) z com ( )

n

n

n n

n

n n

n n n n

n

n n

n

n n

n n n

n n

z z

z

α

α α

α α

α α α α

α α

t

Z t Z t

Z t Z t t

Z t Z t



 

 

   

 



 

   

 

  

 

    
   

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

2

( ,1) ( ,0)

( ,1,1) ( ,1,1) 1 ( ,1) ( ,0)

2

( ,1) ( ,0)

2

( ,1) ( ,0)

COM ( ) z COM ( ),

COM ( ) com ( ) com ( ), com ( ) 

com ( ) z com ( )

COM ( ) z COM ( ).

n

n n

n n n n

n

n n

n

n n

n n n

n n
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They are complementary orthogonal sequences. Indeed, for the first pair we have 
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Analogously situation is true for the second pair: 
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For example, 
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(10) 

So, repetition of this construction n + 1 yields the Golay matrix 12nG  . 

The first generalization of Golay-Rudin-Shapiro sequences 

 

Our the first generalization uses in (8) the following new iteration construction  
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They are complementary orthogonal sequences. Indeed, for the first pair we have 
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Analogously situation is true for the second pair.  
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For example, 

1

2
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t
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1
.

1

1

1

1

         

           
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The resulting matrix still has the orthogonal rows and every pair is 2-complementary in the 

Golay-Rudin-Shapiro sense.  
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If 11 2

1 2 1, ,..., nii i

ne e e C
    

     are complex numbers, then 12nG  is the complex-

valued (C -valued) Fourier-Golay-Rudin-Shapiro transform (FGRST), if  

1 2 1, ,..., ( ),n pGF      tnen 12nG   is the number theoretical Galois-Golay-Rudin-Shapiro 

transform (GGRST), if 1 2 1, ,..., n Clif     , where Clif  is the Clifford algebra, then 12nG  is 

the Clifford-Golay-Rudin-Shapiro transform, if 1 2 1, ,..., n Ham     , where Ham  is the 

quaternion Hamilnon algebra, then 12nG  is the Yfmilton-Golay-Rudin-Shapiro transform and 

so on. 

The second generalization of Golay-Rudin-Shapiro sequences 

 

In this section, we introduce the second generalized Golay-Rudin-Shapiro sequences. It is 

based on the following iteration construction (instead of original (8)) 
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1 1

1

1

1

1

( ,0,0) 1

2 1 2 1
( ,0) 1 ( ,0,1) 1
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
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n
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α
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t
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 

 

 

 
 
   
 
  
 
   

 
(12) 

where    1 1 1 1cos , sinn n n nc s       for arbitrary 1n  . Now 
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1 ( ,1) 1 ( ,0)

1
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n

c s

s c
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c
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t t t t
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1

1
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2
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n

n
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c s

s c
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α

α
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t

t
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



 

 

 
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        
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1

1

1 1

1 1
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( ,0) ( ,0)1 0 1

2 2 2

( ,1) ( ,1)
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2
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n

n
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n n
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α
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t

t
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
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     
              

   
    
     

1

2 ,T
 
 
   
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where 
1 1 1 11 1

2 2 1

1 1 1 1

cos sin
( )

sin cos

n n n nn n

n

n n n n

c s
CS CS

s c

 


 

    



   

   
     

    
. 

Using this construction for all complementary pairs in (8), we obtain new multiparametric 

Golay matrix: 
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1
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( ,0) 1 2
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1 ( ,1) 1 20
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 = 2 ( ) .
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n

n
n
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n

n
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CS T
α
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t

t


  


   












  
  

  
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They are complementary orthogonal sequences. Indeed, for the first pair we have 
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1
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Analogously situation is true for the second pair.  

Let us consider examples, 
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The resulting matrix still has the orthogonal rows and every pair is 2-complementary 

in the Golay-Rudin-Shapiro sense.  

 

Conclusions 

 

In this paper, we have shown a new unified approach to the so-called generalized complex- 

( )pGF - and Clifford-valued complementary sequences. The approach is based on a new iter-

ation generating construction. This construction has a rich algebraic structure.  This construc-

tion is associated not with the triple  2 2, ,n
Z C  but rather with other groups instead of 2

n
Z , 

other unitary transforms instead of 2 ,  and other algebras (Clifford algebras), finite rings (

mZ ) and finite Galois fields ( ( )qGF ) instead of the complex field 
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